Olimpiada de matematica faza locala
21 februarie 2016
Solutii si bareme
Clasa a IX-a

. a) Dati un exemplu de numere irationale a, b, astfel incat numerele a 4+ b gi ab si fie numere rationale nenule.
b) Fie a,b numere reale. Aritati cd existd un numadr irational ¢ astfel incat numerele a + ¢ g1 b + ¢ s8 fie
irationale.

Solutie. a) EXEMPIU COTECT . . ...ttt e et e et 4p
b) Presupunénd contrariul, pentru orice x irational, unul dintre numerele a 4+ x, b + x este rational. Alegem
x irational gi apoi perechile (a + z,b+ z), (a + 2z,b+ 2z), (a + 3z,b+ 3z) . Cel putin 2 perechi vor avea o
aceeasi componentd numaér rational. Prin sciddere, deducem x € Q sau 2z € Q, absurd ................... 3p

. Fie (an),~; 0 progresie aritmeticd. Pentru n € N*, notdm cu S,, suma primilor n termeni. Fie p,¢ numere
naturale nenule, diferite. Stiind ca S, = q si Sy = p, calculati Sp44.

Solutie. Un calcul direct aratd ¢d S, — S, = (p — q) aﬁ# ............................................. 3p
Deducem c# % e 1p
siapoi ¢l Sprq =3P+ ) (A1 + Apiq) = = (P ) e oeee 3p

. Vectorii v, 73,73, U; au lungimile egale gi suma zero. Aratati cd sunt doi cate doi vectori opusi.
Solutie. Deoarece suma vectorilor este nuld, ei reprezinta laturile unui patrulater........................ 3p
Deoarece au lungimi egale, patrulaterul este romb, laturile opuse fiind egale si paralele, de unde concluzia 4p

. O dreapta care trece prin centrul de greutate al triunghiului ABC' intersecteaza laturile AB gi AC in punctele
M si N. Arétati cd

AM AN

. > 4.

MB NC —
Solutie. Daci M N||BC, atunci % = ﬁ—g = 2 ¢ inegalitatea devine egalitate........................... 2p
Dacd nu, fie P intersectia dintre M N si BC si D mijlocul lui BC. Aplicand Menelaus in ABD si ACD
obtinem, prin insumare, % + % = 3p

Inegalitatea cerutd rezulta acum din inegalitatea mediilor......... ... . i 2p
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1. Fie a, b, c numere pozitive, diferite de 1. Notdm
x =log, bc, y =1log,ac, z=log.ab.

Ardtati cd
r+y+z2+2=u2ayz.

Solutie. Avem x + 1 = log, abc, de unde log,;.a = %H si analoagele.......... ... o i 3p
1 1 1

Deducem m + ﬁ + 1 L 2p

CONCIUZIA .« .« o ettt e e et e e e e e e e e e e e 2p

2. Sa se rezolve ecuatia

¢x+1+\/x+2+\/x+4=\/10+\/ﬂ+\/ﬁ+\/®

Solutie. Observim c& 10+ v/24 + VA0 + V60 = (V2 + V34 VB) ..o 2p
deci ecuatia se scrie VZ+ 14+ VT + 24+ VT 4 =vV24+V34+ V0 oo 1p
Se 0bserva solufia @ = 1. ... 1p
Solutia e unicd deoarece membrul stang e functie strict crescatoare........... ... . i 3p

3. Sa se arate cd nu exista functii injective f : R — R, astfel incat

fB7)+106%) =38,

pentru orice x real.
Solutie. Presupunand ci existd f injectivd, pentru @ = 1 obtinem f (3) 4+ f(5) = 8. Pentru z = logs 5,

obtinem f (5) 4+ f (51°g3 5) e T 3p
Deducem f (3) = f (5'°837) si, din injectivitate, 3 =585 ... 2p
Logaritmand egalitatea in baza 3, obtinem o contradictie ............ ... 2p

4. Fie u,v,w numere complexe astfel ca

utv+w=u+v>+w?=0.

Aridtati cd |u| = |[v| = |w].
Solutie. Avem w = —u — v si apoi u? + v? + (—u — v)2 =0,deunde u? + v +uv=0................... 3p
Inmultind cu u — v, deducem u® — v3 = 0, de unde u? = v3, deci |u| = |v] ... 3p

ANalog U] = W] ..ot 1p
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1. a) Fie A € M3 (C). Aratati c det (AA") = 0.
b) Fie B € M35 (C). Ardtati ca det (BB') = 0.
¢) Fie C € M3 3 (C). Aritati cd det (C — C*) = 0.

Solutie. a) In matricea AA?, oricare 2 linii sunt proportionale..................ccooiiiiiiiiiiiiieiiiiin.. 2p
b) Daci
bi1 b2
B=| ba b2
bs1 b3z
atunci B- Bt = B - Et, unde
. bin bz 0
B=1| ba b 0
bs1  bz2 0
Atunci det (BB") = det (B) det (Et) 0 e 2p

¢) Determinantul oricirei matrice este egal cu determinantul transpusei, deci
det (C' = ") = det ((C = €")") = det (C* = C) = det (~ (C = C")) = ~det (C = "),
de unde CONCIUZIA. . . ..ottt e e e 3p

2. Se considera girul definit astfel: z; = 1,

1
T =Tp+ —,
n+1 n 21'71

pentru orice n.
a) Aflati limita sirului.
b) Calculati

lim =~

n—oo /N
Solutie. a) Sirul este strict CreSCALOT . ... .o\t 1p
Daci ar fi marginit, ar converge cétre un numér real L, si am obtine prin trecere la limitd L = L+ ﬁ, absurd,
deci HmMita ESte 00 . ..ottt 3p

b) Calculdm, cu Stolz Cesaro,

x2 miﬂ -2 1\? 9 1
lim % = lim —/——= = lim Tn+— ) —2, | =1lm (1+— ) =1,
deci limita CEruta @81E L ...ttt e e e 3p

3. Fie A, B € M, (C), astfel incat 2A + 3B = 6 AB. Aratati c8 AB = BA.
Solutie. Egalitatea data este echivalenta cu

I, —2A—3B+6AB =1,

sau

(I, — 2A) (I, — 3B) = I,

Deducem ca matricele I, — 2A si I,, — 3B sunt inverse una celeilalte, deci avem si

(In - 3B) (In - 2A) =In,



4. Aratati cd

. 1 1 1
lim 1+§—|—7+...+— = 0.

n—o0 3 n

Solutie. Fie

R
n = gtz Tt
Sirul este strict crescdtor. Dacd nu ar avea limita oo, ar fi convergent. Fie in acest caz H limita sa....... 2p
Atunci
lim (hg, —h,)=H — H =0.
......................................................................................................... 2p
dar
hon — hn = —— + T Mg LI WA
U Tl a2 7 T T 20 2 o 2n 2
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1. Calculati

/ (320 + 227 /a3 + 1da.
Solutie. Avem
/ (3210 + 227) /23 + 1da = / (3% + 22%) /a6 (43 + 1)dz
_ / (32° + 24°) /a9 + a5da.

......................................................................................................... 3p
Daci notdm 2 4+ 25 = ¢, avem (9338 + 6x5) dx = dt, sau (337 + 2x ) dx = %dt ............................ 2p
Integrala devine

1 [, 14

= tdt = -t3 +C

3 / Vt 147+
de unde

4
/( 10+2x)\/x3 daj—f(x +x6)3+C
......................................................................................................... 2p
2. Pe o multime M este definitd o lege de compozitie asociativa, cu proprie-tatea
(2y)™" =y,
pentru orice x,y. Aratati ci legea este comutativa.
Solutie. Punem 7 in loc de 2016. Avem (xy)" = yx, de unde ((zy)")" = (y2)" = 2Yer'vvrrr .. 3p
Pe de alta parte, ((zy)")" = ((a:y)"il (:cy)) = (zy) (zy)" " = (zy)" = yx, de unde concluzia ........... 4p
3. Ar#tati cd dacd integrala
/ cos® (mx + t) dt
0
nu depinde de = € R, atunci a este un numar intreg par.
Solutie. Facem schimbarea de variabild x + ¢ = u. Obtinem
a r+a
/ cos® (mx + wt) dt / cos® (mu) du
0 T
........................................................................................................ 2p
Fie F (u) o primitivd a functiei f (u) = cos® (7u). Atunci
r+a
/ cos® (mu) du = F (z + a) — F (z)

......................................................................................................... 2p

Dac# integrala nu depinde de z, atunci (F (z 4+ a) — F (z)) = 0 (derivarea se face dupi variabila z), de unde
cos® (rz + ma) = cos® (7x),

PENETU OTICE . o o oottt ettt et et e e e e e e e e e e e e e e e 2p
Pentru o = 0, obtinem cos® (ra) = 1, deci cos (wa) = 1, de unde 7a = 2km, cu k intreg.................... 1p



4. Fie G un grup finit. Aratati cd pentru orice elemente z,y din G are loc

ord (zy) = ord (yx) .

Solutie. Deoarece G este finit, orice element are ordin finit. Fie z,y € G si n =ord(zy), m =ord(yzx).

Deducem ci (zy)" = e, de unde & (Y) " 4 = €.ttt 3p
Dar  (y2)" 'y = e implicd (yz)" ' = 27 ly~1 = (y2)", de unde (yz)" = e, ceea ce implici ord(yz) < n,
AAICE 770 S Tl ettt 3p

Similar obtinem 7 < m, deCi 7 = M. oot 1p



